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Un corrigé

Premiere partie

Il est clair que la suite (a,)nen est bien définie. Pour la suite (by,),en, il suffit de remarquer que les deux suites
sont a termes positifs ( vérification par récurrence ).
On remarque que (v — /y)> > 0 pour tous z et y positifs, puis par développement de cette inégalité on

. T+ e Ao Tirs . NPT rr AoalitE phed
obtient \/zy < ?y L'inégalité a,, > b, est une conséquence immédiate de l'inégalité précédente, avec

x = ap—1 ety = b,—1 (les deux suites sont bien définies et toujours positives ).

On a pour toutn € N :
an +b, _ ap+an
< < an.
2 ~ 2 -

Ap4+1 =

Donc (ap)nen est décroissante. De méme,

bni1 =V anby, = \/byby, = by.

Donc (by,)nen est croissante.
On sait déja que a1 — by 1 > 0. De plus,

an + by, — 2/ bpany,
5 .

Gn+1 — bn—i—l =

Puisque 0 < b,, < a,, et par croissance de la fonction ,/., on a v/ a,b, > b,. On en déduit que

bn, n—2b, 1
On + an = 20 _ ~(an — bn).

Apy1 — b1 < 5 5

De la relation précédente, on déduit par une récurrence immédiate que, pour tout entier naturel n, on a

1
0< an — bn < 27(@0 — bo).
Ainsi, (a, — by)nen converge vers 0. On en déduit que (a,)nen et (by)nen sont deux suites adjacentes : elles
convergent vers la méme limité, notée M (a, b).
/ /
ag=2= by =a
a) Soient les suites (a’,)nen et (b, )nen définies par: { ° et ? . Les suites
( ) ( n)ne ( n)né p G;L:ana TLGN* b%:bny HEN*
(al)nen et (an)nen (respectivement (b, )nen et (bn)nen ) ne différent que par leur premier terme, elles ont
donc méme limite et donc M (b, a) = M (a,b).
(b) Pour tout ¢ € R}, les suites (can)nen et (cby)nen Vérifient les relations de récurrences définissant (a,, )nen
et (by)nen, donc elles convergent vers M (cag, cbg) = M (ca, cb). D’olt par unicité de la limite :

M(ca,cb) = cM(a,b).



/ /
: e ag = a1 =b
(c) Les suites (a),)nen et (b],)nen définies par : ? , et ? B , sont conver-
n=0nt1, NEN b, =bnt1, n€N

gentes de méme limite et donc M (a,b) = M(ay,b1) = M <\/%’ a —2&— b>.

+ b\ an — by \ 2 1
5. O 2 b = () = (20 g —bpt1 = — b)) ——————etd
naa,, ; — b, ( 5 a 5 oNC ap41 — bpt1 = (an — by) 4(an+1+bn+1)e onc
2 _ 32
_ Ay = by
@n1 = bnia n—oo 8M (a, b) '

Deuxieme partie

2

™
1. Siz € [0,1], la fonction t ~—+ 1 — z%sin® ¢ ne s’annule pas sur [0, 5} car |1 —2%sin?¢| > 1 — 2%sin®t > 1 —sin®¢.

°Sit + g,l—siHQt > 0.
0Sit=",1—a2sin2 (f) —1-a22>0.
2 2 1
Donc la fonction t — ———— est bien définie et continue sur [0, g} , donc intégrable. Ainsi, la fonction

V1 —a2sin?t

® est bien définie sur l'intervalle [0, 1].

1
Posons f(x,t) = .
1 — 22sin’t

e f continue sur [0, 1]x {0, g} donc continue par rapport a ¢ et par rapport a x.

e L'hypothese de domination est vérifiée sur tout segment [c, d] inclus dans [0, 1]. En effet, [c, d] x [O, g} étant

une partie compacte de R? (en tant que fermé borné en dimension finie), la continuité de f justifie I'existence
de M, 4 € RY telle que :

V(z,t) € [e,d] x [o, g} (2, 8)] < Mg.

La constante M, 4 joue le role de la fonction dominante qui est intégrable sur [0, g} .

En utilisant le théoreme de continuité sous le signe intégrale, ® est continue sur [0, 1[.

2. x + \/1—x2sin?t est décroissante sur [0,1], donc x +— ————
V1 —z2sin?t

est croissante et par croissante de

1

2 dt
‘intégrale, x — / ————— est croissante sur [0, 1].
0 /1—a2sin?t
T ) (1+2x)sint . . .
3. (a) Pour toutt € [O, 5} , la fonction z — 1T aen?t est une fonction homographique croissante sur [0, 1],
I sin

donc . )
sin t int
Vo e [0,1], Vte [O,q, 0<sint< +x)'§”2n < =T <
2 1+ xsin“t 1 +sin“t
e . (1+x)sint 7r
On peut donc définir 6 = arcsin ~———————, eton aura 0 € [0, —}.
14+ xsin“t 2

(14 z)sin(t)

(b) Le réel = étant dans [0, 1], la fonction v : t — —5
1+ zsin*(t)

est continue et de classe €' sur [0, g} , et pour

tout ¢ de cet intervalle :

o) = (14 ) cos(t)(1 + xsin?(t)) — 2x cos(t) sin(t)(1 + ) sin(t) _ (14 ) cos(t)(1 — wsin?(t)) =0
(1 + xsin®(t))? (14 xsin?(t))2

Ainsi, v est strictement croissante, et u(0) = 0, u (g) = 1. En particulier, pour tout ¢t € [O, g} ,u(t) € [0, 1].

On pose alors § = u(t) = arcsinv(t) pour tout ¢ € [0, g}



ey . , . T
(c) Par composition de fonctions de classe %', on en déduit que u est de classe € Lsur [0, 5} .

(d) Surl'intervalle {0, g] ,ona

d—u(t) _ (14 ) cos(t)(1 — xsin?(t)) 1
dt (1+ zsin®(t))? 1—(1+4)? sin? (¢)
(142 sin? )2
_ (14 ) cos(t)(1 — xsin?(t)) 1
(14 zsin®(t)) V(1 — zsin®(t))2 — (1 + z)2sin?(t)
_ (14 ) cos(t)(1 — zsin%(t)) 1
(14 zsin®(t)) V(1 — zsin?(t) — (1 + z) sin(t))(1 — zsin(t) + (1 + z) sin(t))

_ (4 x)(ioj_(i)illn;(f))sm 13/(1 = sin(t))(1 — zsin(t)) (1 + sin(t))(1 + zsin(t))
(14 ) cos(t)(1 — zsin?(t)) 1
(1 + xsin?(t)) Veos2(t)(1 — x2sin?(t))
_ (14 2)(1 — zsin?(t)) -0
(14 zsin?(t))/(1 — 22 sin?(t))

N ™ D N PN N .
Don u est bijective de [0, 5] sur lui-méme d’apres le théoreme de la bijection, car elle est continue et
strictement croissante.
(e)

t
(a) Posons S = % V1 — 22sin?t et calculons 1 — S2. On a donc :
x sin

1 — 22sin?¢
(14 zsin?t)?
(sint 4 xsint)?
(14 zsin?t)?

= sin?6

1-5%2 = 1-—-cos’t

cost

1+ xsin“t

D'ot1 S? = 1—sin? § = cos® . Comme S est positif pour ¢ € {0, g] ,alorscosf = S =

1— '2t2
sin?g = (L zsin"t)”

> 0. D’ou
(14 x)? (14 wsin?t)2

(b) On vérifie facilement que 1 —

(c) Ona: ®(x On effectue alors dans cette intégrale le changement de variable ¢ =

M=

u~'(0) puisque u est un ¢'-difféomorphisme de {0, g} sur {0, g] On a alors 6 = u(t) d’ott

1— zsin?t dt dt

df = u/(t)dt = (1 =1 - g T
v (+x)(1+xsin2t) 1 — 2?sin?t (+m)\/ a2 T a2 sin’e

compte tenu de tous les calculs précédents, donc

[ L (25)
1+;v \/1 sin2 0 1+:U 1+

1+:c 2



dt
I(a,b) = /2
\/a20052t+b251n2t
a / Va2 — —b2 )sin? ¢
= / dt\/l— smt
_ 1y (a—b2>
a a
a2 — b2
compte tenude 0 < b < a (et!'on abien —— € [0,1]).
a
b
Puisque 'on a aussi ¢ > vVab > 0, on aura de la méme facon :
I CL+b ﬁ 2 (I) (%%)2_01)
( 2’ a)  a+b atb
_ 2 a—2>
 a+b a+b
a—b
2 1 2 (ajb)
= ; - d’apres 4.c
a-+ l—l—a 1+a+b
a a

= I(a,b)
6. Supposons a > b. Alors on a vu que a,, > b, pour tout n € N, donc, d’aprés le résultat de la question
b
précédente, I(ay,by) =1 <an—2i_n, v/ anbn> = I(ap+1,bn+1), d’ot on tire facilement par récurrence
I(an,by) = I(ap,by) = I(a,b).

. . . @
Ce résultat reste vrai si a < b, puisque le changement de variable ¢ — 5~ t montre que I(a,b) = I(b,a). La
fonction I étant continue ( puisque ® 'est ), I'égalité précédente donne, par passage a la limite,

1 T 1
I(a,b) =1 (M(a,b),M(a,b)) = P(0) = —————.
(a’7 ) ( (0’7 )7 <a7 )) M(a, b) ( ) 2 M(CL, b)
1
7. Larelation ®(z) = T pour z € [0, 1] découle du résultat précédent aveca = 1 etb = /1 — 22.
2 p (1, Viz x2)
L] L] N\ L]
Troisieme part1e
PENN L. . (a—1)..(a—n+1) ,
1. D’apres le cours sur les séries entiere (1 + z)* = 1 + Z 2" pour |z] < leta € R. En
N 1 .
particulier, pour oo = — oY on obtient
—1,1], x".
Vz €] ,;) Q"n'



2. (a) On intégre par parties W,,.1 en écrivant sin®"t2¢ = g
+

sint. On obtient :

in?"*1¢gint, en dérivant sin?* ™! ¢ et en intégrant

w/2 /2
Whi1=(2n+1) / sin?" t cos? tdt = (2n + 1) / sin?™ t(1 — sin? t)dt.
0 0

Remettant ensembles tous les termes qui contiennent W, 11, on obtient 2(n + 1)W,, 41 = (2n + 1)W,, ou

2n —1
n2n W,,—1. On obtient donc :

encore W,, =

W, — (2n—1)(2n—3)><---><3><1W0: (2n)! T
2n(2n —2) X -+ x4 x 2 (27nl!)2 2

) 1 > (2n)! , T
L e =Y (=1)" n z
(b) OnsaitVe €] —1,1], Niewr nz:o( 1) (2"n!)2x et comme |z sinf| < 1 pour tout z € [0, 1[et§ € [0, 2],
alors :
®(z) = /2 3 (6)d0
0 n=o0
2n)!
avec u,(0) = (;"Z?)QSU% sin?" 6.

Les fonctions u,, sont continues par morceaux, la série de fonctions Z uy, converge simplement sur
neN*

[O, g} et sa somme est continue par morceaux. Les fonctions u,, sont aussi intégrables sur [O, g} eton a,

d’apreés la question 2. a) de cette partie :

/og |un (6)[d6 = /0g un(0)df = g <(;21Z?)!2>2x2n

z 2n
2 x
/0 |un (0)[d0 ~ o

Ce terme est le terme général d"une série convergente et 1’'on peut donc procéder a une intégration terme
a terme donnant la relation proposée.

Par la formule de Stirling

> )l \°
3. Posons y(z) = Z anx*™ pour z € [0,1[ avec a,, = <2(n)2) . Sur [0, 1], 1a fonction y est de classe €° sur
o 22n(n!)

[0,1[ avec Vz € [0,1]:

o0 [e.e]
y'(x) = Z 2na, x> et o (t) = Z 2n(2n — 1)a,z** 2.
n=0 n=0



Pour z € [0, 1],

(2% —2)y" (2) + (322 — 1)y (2) + zy(z) = Z 2n(2n — 1)a,z*" 1 — Z 2n(2n — 1)apz® !
n=0

n=0
oo [e.e] oo
+ Z 6na,x’"tt — Z 2nanx®" !+ Z anx’ntt
n=0 n=0 n=0
oo o
= 2(4712 —2n 4 6n 4 1)apz®" ! — Z(4n2 —2n + 2n)a,z* !
n=0 n=0
oo oo
= Z(Zn +1)%a,z®t — E:(Zn)QanJUQ”_1
n=0 n=0
o o
= > (@n+1)2au® ! =) 2k + 1) 2appr2*
n=0 n=0
oo [e.e]
= Z(Zn + 1)%a, 2"t — Z(Qk‘ + 1)2apz 1
n=0 n=0
car (2n+ 1)%a, = (2(n +1))%an41
=0

Donc y est une solution de I’équation différentielle (£) et comme il s’agit d"une équation différentielle linéaire,
® est aussi solution de (E).

. OnaVt€]0,1], (t3 — t)®"(t) + (3t> — 1)®'(t) + td(t) = 0. L'application x — t = £(x) = /1 — 22 €]0, 1] est un
¢!-difféomorphisme de ]0, 1[ dans ]0, 1[. De plus on a :

x? 1

t 1/ :¢”t _
et '(x) = ¥ (1)

g'(x) = —2'(t)

x
V1— 22

D’ot, pour tout z €]0,1[, ona:

(23 —x)g"(z) + (32° — )¢/ (z) + zg(z) = = <—<I>"(t):n2 + <I>’(t)1> — (32% — 1)<I>'(t)L + z®'(t)

Vi-a? 2
= —(1-)V1-£2"(1) + “1?2@'@) -(B1-1) - 1)@,@)@
+V/1—t29'(t)
VIi-®

= . (2 —)@"(t) + (3t — 1)@'(t) + t&(t)) =0

Donc g est bien une solution de 1’équation différentielle (E) sur |0, 1].
. Puisque ® est croissante sur [0,1[, lim ®(z) existe ( théoreme de la limite monotone ). Supposons | =
z—1—

1 2 l
lim ®(z) est fini, alors &(z) = ——& G entraine, par caractérisation de la limite, [ = - et donc
1~ I+x 1+ 2
[ = 0. Mais d’apres la définition de &, lim ®(x) > 0 ce qui est absurde. Donc lim &®(z) = +oc.
1" rz—1—

Maintenant, soient « et 3 de R tels que a® + g = 0. Si a # 0, alors Vz € [0, 1], P (\/ 1— :U2> = —ad(x) ce

qui donne par passage a la limite 5®(0) = —a lim ®(x) ce qui est absurde et donc nécessairement o = 0 et
z—1—

donc 5 = 0. Donc la famille (@, g) est libre.

. Les fonctions proposées ® et g sont solutions sur |0, 1] a1’équation étudiée. Cela fournit un systeme fondamen-

tal de solutions de (E) sur |0, 1[. Puisque I'espace des solutions de cette équation homogene est de dimension
2, on peut conclure que la solution générale est

A . B
M(l,\/l—xQ) M(1,z)

ts y(t) = AB(t) + pg(t) = AB(t) + pd (\/1 - t2> = avec (A, B) € R



1. Pour « un réel fixé, on pose la fonction ¢ — f(t)

Quatrieme partie

— %", Cette fonction est alors continue et positive sur
10, +o0].
1
e Au voisinage de 0,ona f(t) ~ [ Or d’apreés la regle des équivalents, I'intégrale / f(t)dt est convergente,
0

si et seulement si, —a < 1 ou encore o > —1.
—+o0

1
e Au voisinage de +o00,ona f(t) = o <tQ> , donc l'intégrale f(t)dt converge.
1

+o0
Ainsi, la fonction a — G(a) = t*e~""dt est bien définie pour tout o > —1.

0
. Selon le théoreme de Fubini, on peut écrire :

//(azy)ae(x2+y2)dxdy:/ xaexzda?/ yo‘e*dey:[J(a,aﬂ2
A 0 0

. Il suffit de remarquer que la fonction sous-signe intégrale est positive et que A C A C A.
. Par application du changement de variables dans une intégrale double et de la notion de jacobien, on peut

. . g 21 2 ﬂ-
passer en coordonnées polaires en posant x = rcosf et y = rsin avec r positif et § élément de [0, 5] . Dans

ce cas, le jacobien est celui de la fonction (7, ) — (7 cos 6, rsin @), soit :

cos) —rsinf|
sinf rcos6

Vu que cos® § +sin?# = 1, on a 2% 4 y? = 7% et les deux intégrales doubles qui encadrent [.J(a, a)]* deviennent :

@ 3
// ﬂﬁaya@nydedy:/ TZO‘HGTer/ sin® @ cos® 6d0
Aq 0 0
2 2 a\/i 2 1 2 g .
// z%y“e™™ 7Y dady :/ pratle=r dr/ sin® 0 cos® 6d6.
Ao 0 0

us

Les deux intégrales convergent vers G(2a + 1) / * sin® 0 cos® 00 quand a tend vers vers +oo. L'égalité en

question s’obtient par passage a la limite lorsque a tend vers +oc.

.. _ 7 2 (sin20\* o 7
. La relation sin 260 = 2sin 6 cos # montre que sin® f cos® 6df = 5 dg = 27¢ sin® 26df. Le
0 0 0

changement de variable ¢t = 26 conduit a :

us

/2sin“9(:osa9d9 = _a/ sin® 75g

0
( sin® tdt + sin tdt)
%

= a/ sin® tdt
0

= 27K («)

c\

o

sm @ tdt +

c\

sino‘m(—dx)> , t=m—2

* sin® xd:v))

sm Y tdt +

c\
% o o3

D'ot [G()]? = 27K ()G (2a + 1).



6. Par intégration par parties, on a:

Foo > ~1 17"
G2a+1) = / trotle=qt = [t2ae_t ]
0

o] 2a—1 5
—l—a/ e Vdt = aG(2a — 1).
2 0 0

D’ou, en particulier,
G9)=G2x4+1)=4x3x2x1xG(1).

+o0 1 + 1
Mais G(1) = / tedt = —= {e*ﬂ R
0 2 0 2
Finalement, G(4)? = 27'K(4)G(9) = iw G(9) = 1 X 4 X ©x12 = o et comme G(4) est positif
/ - T T o Y ax 22 " 2 ~ % oSt

alors G(4) = gﬁ

7. (a) Par intégration par parties de K @) = / " sin? 0d6 en prenant u/(9) = sin 0 et v(6) = Vsin0 :

“(2)

s z 2
[— cos&VsinG}; —1—/2 Q%dﬁ
0 sin

™ .
2 1—sin%6

/0 2v/sin 6
Pt
0o 2vsinf 2 2
1

3 2 df
ce quidonnebien K | - | = = / _—
a <2> 3.Jo 2v5m0
b) Le changement de variable u = V/sin 6, soit § = arcsin u?, qui est une bijection strictement monotone de
8 q ]

2udu
1 ¢! T 1 = —,d’out:
classe de}(), 5 [sur 10, 1], donne dé A d’ou

o@)-2f g
2 _3 0 1—u4.

(c) Dans l'intégrale ci-dessus, u = cost, qui réalise un %' -difféomorphisme de |0, T sur |0, 1], on obtient
& q p 5

K@) B g/ol ¢(1—ucll)b(1+u2)

2 [0 —sin tdt

s in2
3z /sin?t(1 + cos?t)

dé

w3

us

- 2/2 dt
3Jo V1+cos?t

2 /3 dt
3Jo \/2cos2t+sin?t
2 T
3 3M (v2,1)

8. (a) Utilisons une intégration par parties dans le second intégrale, on obtient :

-1 +o00 1 +00 d -1 + 1 +oo I
I'=— x(—4x3e_z4)dm = — T— (6_934) de = — [me“#} - + / e dr =~
4 0 4 0 dx 4 0 4 0

D'ou I = 4TI’



(b) Utilisons cette fois le changement de variable t = z* qui est un ¢'-difféomorphisme de [0, +oc[ dans
[0, +oc[. Alorson a :
oo 1 [t 1_,(3
I'= / ale " de = / tredt = -G <> .
0 2 Jo 27\ 2

Doul =4I =2G (2) . D’autre part, d’apres la relation de la question 5. de cette partie, on a:
G<3)2 27 K (3) G(4) 27 x T X Sf
—| = — = ———— X =/
2 2 3M (v2,1) 8

Ainsi,
-9 3

I:QG@):Q(mf



